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Motivacao

Diferentes modelos tem sido propostos para entender o papel das
taxas de mutacao na habilidade de certos patégenos evitarem o
sistema imunolégico de seus hospedeiros.

Propomos um modelo matematico simples de modo que

As mutacoes geram tipos de patégenos com um fitness maior do
que o de seus ancestrais.

O sistema imunolégico elimina de uma vez todos os patdgenos de
um mesmo tipo, mas somente depois de eliminar todos os tipos
ancestrais de menor fitness.
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Descricao do modelo

o Modelo de mutagao e selecao natural de particulas sobre a arvore
T?.
d
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Figure: Representacao dos vértices de TF
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Descricao do modelo

UG

Cada sitio de ']I‘jir pode estar vazio ou ocupado por uma particula
(representando um patdgeno).
As particulas localizadas no nivel ¢ da arvore sao do tipo 1.
Cada particula do tipo 4 gera novas particulas (mutagoes) do tipo
1+ 1, segundo um processo de Poisson de taxa A.
@ As novas particulas sdo colocadas aleatoriamente em um dos d
vizinhos mais préximos do nivel i + 1.
@ A particula gera mutagoes até que morra ou até que todos os seus
d vizinhos mais préximos estejam ocupados.
Cada tipo de particula tem um tempo de vida exponencial de
taxa 1, que comeca a contar somente quando seu progenitor
morre.

No tempo t = 0 existe somente uma particula no sistema,
localizada na raiz.

Modelo esto



Comentarios

Observagao

A dinamica deste modelo combina as sequintes ideias:

1) O sistema imunolégico é capaz de livrar-se, depois de um tempo
exponencial, de todos os patdgenos de um tipo determinado de
uma vez, como em Schinazi and Schweinsberg (2008).

2) Um patégeno estd em risco somente depois que seu progenitor
morre, como em Aldous e Krebs (1990).

3) Enquanto somente considerarmos mutagoes que trazem algum
tipo de melhora aos patégeno, os tipos menos aptos morrem
primeiro, como em Guiol, Machado e Schinazi (2011).
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Notagao e defini¢ao

Notagao

+
Denotamos por n; € {0, 1}Td o estado dos vértices de T}, em termos
da ocupagao, no tempo t.

Se todas as particulas sdo eventualmente removidas de ']I‘Jdr, com
probabilidade 1, dizemos que o processo n; morre. Caso contrdrio,
dizemos que o processo sobrevive.

\
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Theorem (1)
Para d > 2 fizo e

Ae(d)i=imfdN: if —2[1— (2 ‘
) =2 “odu<t u(l —u) A+ u

temos que

i. Se A < A.(d) entao o processo n; morre.

ii. Se A > A:(d) entdo o processo n; sobrevive.
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Theorem (2)

Para d > 2 fixo, B um ramo infinito de ']I‘jlr e

As(d) = inf{)\ d—2) [1 - (%ﬂ)d] < 0}

temos que:
i. Se A < \s(d) entdo o processo ny morre ao longo de B.

ii. Se A > As(d) entdo o processo ny sobrevive ao longe de B.
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Algumas aproximagoes numéricas para A.(d) e As(d).

d 2 3 4 5 6 7
Ac(d) | 0.29335 | 0.26103 | 0.25333 | 0.25107 | 0.2504 | 0.2501
As(d) | 1.6180 | 2.2406 | 2.8650 | 3.4904 | 4.1165 | 4.7429

Observacao

Para X € (Ac(d), As(d)] o processo n; se extingue ao longo de qualquer
ramo infinito, mas sobrevive em ']I‘j{.
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Provas
Notagoes:

o N={1,..,d}
o N = N": conjunto de n-uplas finitas com entradas em N

(com N° = ()

1%}
1 <)
(11), N (L2) 21, N [(2.2)
(1,11) (1,1,2) (1,2,1) (1,2?2) (2}i,1) (2,Li,z) (2,2,1) (2‘,12,2)

Figure: Representagéo dos vértices de T3 .
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Provas

Prova - Teorema 1

1,1 1,1

Figure: Formas de ocupar a posi¢ao n = (1, 1), dado que a particula n =1
ja nasceu. As arestas vermelhas representam a primeira mutagao.

— Sejam X;, i =1,...,d, v. a. independentes com distribuigao
Gama de parametros i e .
— Seja W a v. a. com distribuigéo de probabilidade dada por

P(W <w)= ZIP’X<w , w>0
— Podemos pensar a v. a. W como o tempo necessario para que

um vértice fixo receba um filho de uma particula de seu vértice
vizinho.
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Prova - Teorema 1 (Morte na drvore T7)

o {W,} cépias independentes da v. a. W.

o {K;} v. a. independentes e exponencialmente distribuidas com
parametro 1.

A probabilidade de que uma particula nasca em um vértice do
k—ésimo nivel de TZ{ é igual a
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Prova - Teorema 1 (Morte na drvore T7)

E (ntimero total de particulas nascidas no processo) =

Z E[I{uma particula nasce em 7}]

neN
J j
- de]}b (Z Wi < ZKi, Jj= 1,...7k>
k>1 =1 i=1
k k
k>1 i=1 i=1
< Z dkE (eu(zle KZ*Zf':l W1)> ’
E>1

|

- 1; [U(l)\—U) ll()\—/i\-u)d
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Prova - Teorema 1 (Morte na drvore T7)

Entao,

E (nimero total de particulas nascidas no processo) < oo

; [u(l)\—u) [1 ()\—)i\—u)d r“’o'

0<12f<1{u(1)\—u) [1_ (Aj—u)d]}< L

O Processo morre.

se

Assim, se
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Prova - Teorema 1 (Sobrevivéncia na arvore T7)

Lema (Resultado Auxiliar)

Seja Zy, Za, ... v. a. i.i.d. com E[Z] <0 eP[Z > 0] > 0. Seja
E[e“?] = ¢(u) finita em alguma vizinhanca de 0, e seja
p =inf, >0 (u). Entao,

k

.1 )
Jim —logP lZ;Zi >0, :1,...,1@.] = log p.

Em nosso modelo, temos Z; = K; — W;, i = 1,...,n. A probabilidade
que nasg¢a uma particula em um vértice fixado no k—ésimo nivel pode

ser escrita como _
j
P (ZZ,- >0, j= 1/<:> )
i=1
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Prova - Teorema 1 (Sobrevivéncia na arvore T7)

Pelo Lema,

. 1 ! .
lzmk_moklogIP’<;Zi >0, j :1,...,k> =

= log [Oégfd{u(l)\u) ll_(/\iu)d H
}:1+5.

Suponha que, para § > 0,

, A 2\
0<Hzif<1{u(lu) ll_ (/\Jru)
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Prova - Teorema 1 (Sobrevivéncia na arvore T7)

Tomando € = §/2, exite K € N para todo k > K

E[nimero de particulas do tipo k]
J
= dFp (ZZ,- >0, j= 1k>
i=1

[og%fd { u(l)\ u) [1 a ()\ i u)d

(1+6/2)F > 1.

V

Observagao

o Uma particula do tipo (n — 1)k pode ter no mdzimo d"*
mutacoes do tipo nk.

o O numero esperado de particulas do tipo nk, mutacoes de uma
particulas do tipo (n — 1)k, é maior do que 1.
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Prova - Teorema 1 (Sobrevivéncia na arvore T7)

Definigao

Seja { Y, }n>1 tal que Y, € o numero de particulas do tipo nk
nascidas no processo 1.

@ Da defini¢do, Yy =1 e {Y,},>1 domina um processo
Galton-Watson com ntimero médio de descendentes E[Y7].

e Como E[Y7] > 1, o processo {Y,},>1 sobrevive com
probabilidade positiva e, consequentemente, 7, sobrevive.
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Prova - Teorema 2 (Processo sobre um ramo B de T}))

e X (t): o nimero de particulas em B no tempo ¢ > 0

o {B;};>1 familia de v.a. i.i.d. com distribui¢do exponencial de
taxa A

o Kj v.a. com distribuigao exponencial de taxa 1.
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Prova - Teorema 2 (Processo sobre um ramo B de T}))

Denotemos por X,, o processo a tempo discreto imerso em X (t). Este
¢ uma Cadeia de Markov de nascimento e morte com probabilidades
de transicao:

e = PXpp1=k+1X,=k)
1 i d
= = ]P’(Bl<K1)+}P’(Bl+BQ<K1)+~~~+IP<ZBi<K1>]
L =1
LA AN A
Cod 1+ 1+A 1+
i d
_ Ao (A
d 1+

g =P Xpp1 =k —-1X,=k)=1—pg.
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Prova - Teorema 2 (Processo sobre um ramo B de T}))

Assim, a prova do Teorema 2 se reduz a um problema de
sobrevivéncia de uma Cadeia de Markov de nascimento e morte.
E conhecido que (X,,) morre se, e somente se,

S-S~

k=11i=1 b

Isto implica que X (¢)morre se, e somente se,

&Sy

Y41
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