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Introdugio

Introducao

A diabetes é uma doenga cronica que afeta a milhdes de pessoas no mundo.
Segundo a Organizagdo Mundial da Saude, ao redor de 422 milhGes de pessoas
sofrem de esta e o nimero vai em aumento devido as mudangas no estilo de
vida, cada vez mais sedentéario.
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Figura 1: Causas da diabetes.
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Figura 1: Causas da diabetes.

Uma ferramenta utilizada para describir os procesos biolégicos da diabetes
sao os modelos matematicos.

@ Modelo de Ackerman @ Modelo minimo de Bergman
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A diabetes

e modelos matemaéticos

A diabetes

A diabetes mellitus ocorre quando o pancreas nao produz insulina suficiente
ou quando o organismo néo utiliza efetivamente a produzida, gerando um
aumento dos niveis de glucose na sangue.

Type Il
Diabetes

Stomach.

(a) Tipo 1.




A diabetes

e modelos matematicos

A diabetes

A diabetes mellitus ocorre quando o pancreas nao produz insulina suficiente
ou quando o organismo néo utiliza efetivamente a produzida, gerando um
aumento dos niveis de glucose na sangue.

J

Typel

Type ll
Diabetes

Stomach.
Pancreas

Stomach. a

(a) Tipo 1.

@ Normalmente aparece em @ Aparece em pessoas adultas.

criangas e adolescentes.
e Deficiéncia absoluta de insulina.

@ Resistencia a insulina.




A diabetes
Diabetes e modelos matematicos Modelo de Ackerman
Modelo Minimo

Pruebas de diagnéstico e tratamento

Esta prueba mide a glucose na sangue depois de haber guardado jejum du-
rante ao menos 8 horas. Quando passam 2 horas se a glucose na sangue >140
mg/dL diagnostica-se diabetes.

Esta prueba normalmente é utiliza para propédsitos de investigagao e mede a

sensibilidade & insulina relacionada com resisténcia a insulina.
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Diabetes e modelos matematicos

Modelos matematicos
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Diabetes e modelos matematicos 0 de Ackerman
M Minimo

Modelos matematicos

g®] _ [-mi —ma] [g(0) '
o) =L i) = v

Polinoémio caracteristico:

|A — )\Il = )\2 + (m1 +m3))\—|—m1m3 + maomg = 0.

)\2+2a/\+wg:0.

Sistema massa-mola

Universidad de Narinho



A diabetes
Diabetes e modelos matemét s Mod de Ackerman
Modelo Minimo

Modelos matematicos

Figura 4: Sistemas amortecidos.

@ Sobre-amortecido. Raizes reais e distintas.

G(t) =G+ e " (Cre”" + Cae™™"),
—oat

I(t) =1y + em— [Ci(o—p1 — w)e*t + Cola —p1 + w)ef‘*’t} .
2)




A diabetes
Diab e modelos matematicos Mod de Ackerman
Modelo Minimo

Modelos matematicos

Figura 4: Sistemas amortecidos.

@ Sub-amortecido. Raizes complexas.

G(t) = Gp + Ae” " cos(wt — §),

I(t)=1, + % [(a¢ — mq) cos(wt — &) + wsin(wt — J)] .




A diabete
Diabe e modelos mateméticos Modelo de Ackerman
lo

inimo

Modelos matematicos
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Figura 4: Sistemas amortecidos.

@ Sub-amortecido. Raizes complexas.

G(t) = Gp + Ae” " cos(wt — §),

I(t)=1, + % [(a¢ — mq) cos(wt — &) + wsin(wt — J)] .
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Diabetes e modelos matemaéticos de Ackerman
Minimo

Modelos matematicos

Modelo Minimo de Bergman (Ver [6])

Universidad de Narinho Lic. Matematicas



Diabetes e modelos matemaéticos )\ de Ackerman
Minimo

Modelos matematicos

Logo
y = fty),
onde
G'(t) —-m1(G(t) — Gy) — X(t)G(t)
y(t)=|X'(t)| e flty)= —ma X (t) +ms(I(t) — 1)
I'(t) ma(G(t) — ms)t —me(I(t) — Ip)

d de Narinho Lic. Matematicas



Métodos numéricos

Abordagem geral

Problema de Cauchy

{y’(t) = f(t,y(t), t€ [to,ts]
y(to) = yo.

40 T T T T T

0 L L L L L
0 0.5 1 15 2 25 3

t
Figura 5: Solugdo do problema de Cauchy.
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Método de Euler
Métodos numéricos Mét tinico
Mét de so miiltiplo

Método de Euler

Deducao por reta tangente
Declive y'(to) = f(to, y0),
Y =yo + f(to, yo)(t — to).

y(t1)

y(to)

10 /39



Método de Euler
Métodos numéricos Mét tinico
Mét de so miiltiplo

Método de Euler

Deduccao por reta tangente
Declive y'(to) = f(to,vo)-

y = yo + f(to,yo)(t — to).
Ao aplicar t1 = to + h, tem-se

y1 = yo + hf(to, o).

y(t1)
(A

y(to)
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tinico
multiplo

Método de Euler
Deduccao por reta tangente
Declive y'(to) = f(to,vo)-

y = yo + f(to,yo)(t — to).
Ao aplicar t1 = to + h, tem-se

y1 = yo + hf(to, o).

y(t1)

Y1 Yir1r = yi + hf(ts, va).

y(to)




Método de Euler
Métodos numéricos Mét tinico
Mét de so multiplo

Método de Euler

Deducao por series de Taylor

A expansao de Taylor ao redor de t; é

2

y(tiv1) = y(ts) + hy'(t:) + %y”(&),

para & € [ti, tit1], com h = ti1 — &;.

Yit1 = Yi + hf(ts, y:)

{y(to) = yo,

ondeh=@ytiﬂ:ti—l—h,i:O,l,...,n—l.

de Narinho icH atemd 5 11 /39



Métodos numn
» miltiplo

Métodos de passo tinico

Yit1 = Yi + h®(ts, Ys, Yit1, h),
y(to) = yo.




Método de Euler
Métodos numéricos dnico
mtltiplo

Métodos de passo tinico

Yi+1 = Yi = hq)(t’ba Yi, Yit+1, h)7
y(to) = Yo-

Método de Euler
{yi+1 =y +hf (i, i),
y(to) = Yo.

Método do Trapézio

y(to) = Yo

{yv:+1 =yi+ 2[f(ti,y:) + Fti + h,yir1)],

> Narinho



Método de Euler
Métodos numéricos dnico
mtltiplo

Métodos de passo tinico

Yi+1 = Yi = hq)(t’ba Yi, Yit+1, h)7
y(to) = Yo-

Método de Euler
{yi+1 =y +hf (ti, i),
y(to) = Yo.

Método do Trapézio

y(to) = Yo

{yi+1 =Y+ % [.f(tiayi) + f(tvi + b, yiy 1)] s

> Narinho



Métodos numéricos g dnico
A muiltiplo

Métodos de passo tinico

Erro global de discretizacao
Para um método de passo unico, o erro global de discretizagao no instante ¢;

é dado por

e = y(t:) — yi.

Mateméd



Métodos numé
mtltiplo

Métodos de passo tinico

Erro global de discretizacao
Para um método de passo unico, o erro global de discretizagao no instante ¢;
é dado por

e = y(t:) — yi.

Convergéncia <= lim ||e;|| = 0.
h—0




Métodos numéricos dnico
» miltiplo

Métodos de passo tinico

Erro global de discretizacao

Para um método de passo unico, o erro global de discretizagao no instante ¢;
é dado por

e = y(t:) — yi.

Convergéncia <= lim ||e;|| = 0.
h—0

Erro local de discretizagao

Para um método de passo tunico, o erro local de discretizagao é definido por

_ Y1) —y(t:)

(87} n

— O(ti, y(t:), h).
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Métodos numéricos
mtltiplo

Métodos de passo tinico

Erro global de discretizacao
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Métodos numéricos dnico
mtltiplo

Consisténcia

nvergencia
Um método de passo unico é consistente com o problema de Cauchy se a
fungao incremento ®(t,y, h), satisfaz a relagao

®(t,y,0) = ft,v),

é dizer

lim ||ay|| = 0.
h—0




mtltiplo

Consisténcia

Um método de passo unico é consistente com o problema de Cauchy se a
fungao incremento ®(t,y, h), satisfaz a relagao

(I)(tv Y, 0) = f(tv y)7

é dizer
lim ||e|| = 0.
h—0

e Método do trapézio

Yir1 =Y + 2 [f(ti,yi) + F(ts + b, yit1)],
y(to) = yo-




Métodos numé
mtltiplo

Convergéncia

Se existem constantes positivas C, ho e p, independentes do tamanho de
passo h, com 0 < h < hy, tal que o erro global de discretizagio satisfaz

méx ||e; || < ChP,
1

onde p é o mayor entero positivo que cumple esta condicdo, entdao o método

numérico tem ordem de convergéncia p.
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Convergéncia

Se existem constantes positivas C, ho e p, independentes do tamanho de
passo h, com 0 < h < hy, tal que o erro global de discretizagio satisfaz

méx ||e; || < ChP,
1

onde p é o mayor entero positivo que cumple esta condicdo, entdao o método
numérico tem ordem de convergéncia p.

Teorema (Convergéncia para métodos de passo tinico)

Considere um método de passo dnico onde a fungao incremento ®(¢,y, h) é
Lipschitziana na segunda variable, é continua em sus argumentos e consis-

tente, entdao o método é convergente.




Métodos numéricos 1 nico
» miltiplo

Métodos de Runge-Kutta

Um método de Runge-Kutta de s-estados pode ser escrito da forma

Yir1 =yi+h Zl bik;
i=
y(to) = Yo,

onde

k; _f<ti+hcj»yi+hzajkkk>, 7=12...s.

k=1

ad de Narinho e, atemdticas 16 /39



Métodos numéricos dnico
mtltiplo

Métodos de Runge-Kutta

Yit1 =¥i +h Zl bjk;
i=
y(to) = yo.

onde

S
ki=f ti+hcj7yi+hzajkkk , J=1,2,... s.

k=1

Os coeficientes aj, b;, € ¢; sdo apressentados na tabela de Butcher.
@ Implicitos. Se aj, # 0,

c1 | a1 ai2 -+ Als J=y...,8.
c2 | a1 a2 - A2s . -
@ Explicitos. Se aj; é triangular
€3 | ag1 agz2 - G3s . .
inferior com a;x = 0.
Cs as1 Gs2 -+ Qss
| b1 ba - b

Tabela 1: Tabela de Butcher.
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Métodos de Runge-Kutta

Yit1 =¥i +h Zl bjk;
i=
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Tabela 1: Tabela de Butcher. J=1 k=1
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Métodos de Runge-Kutta

Yit1 =¥i +h Zl bjk;
i=
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onde

S
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Métodos numéricos 1 nico
» miltiplo

Métodos de Runge-Kutta

y(to) = yo.
k1= f(t,y)
ky=f(t+ 5 u+ 5k
ks=f(t+2%,y+Lko
ky=f({t+h,y+ hks).

{ym = yi + L (k1 + 2k + 2k + k)

0 c1=0
171 02:%
o 0+ 3
1 1 ca = 1
3 0 5 3 2
1 0 0 1 c4=0+0+4+1
12 2 4
6 6 € € R 2 2 1 _
6 6 jz::b]_6+b+6+é—1

Tabela 2: Tabela de Butcher RK44.

ad de Narinho



Métodos numé
mtltiplo

Estabilidade

Para um problema de Cauchy da forma
y'(z) = f(z,y(z))
y(wo) = yo + do,

é importante garantir a aplicagdo de um método numéricamente estavel, para
o qual pequenas perturbagoes nas condigdes iniciais no produzam grandes

perturbagoes nos resultados finais.
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Estabilidade

Para um problema de Cauchy da forma
y'(z) = f(z,y(z))
y(wo) = yo + do,

é importante garantir a aplicagdo de um método numéricamente estavel, para
o qual pequenas perturbagoes nas condigdes iniciais no produzam grandes
perturbagoes nos resultados finais.

Estabilidade

Um MPU é estavel se existe uma constante K > 0 tal que, para qualquer
par de solucoes numéricas y;+1 € Yi+1 obtidas de aplicar o MPU ao mes-
mo problema de Cauchy mas com distintas condicGes iniciais, se satisfaz a
desigualdade

lyi+1 — Yitrll < K [lyo — Yol ,

para t;y1 <beh — 0.




Métodos numéricos nico

1co
» miltiplo

Estabilidade absoluta

Para estudar a estabilidade absoluta é aplicado um método de passo tnico
ao problema de Cauchy

{y/(t) = Ay()
y(0) = wo,
com solugao exata em t = t; dada por

y(t:) = yoe'.

ad de Narinho



mtltiplo

Estabilidade absoluta

Para estudar a estabilidade absoluta é aplicado um método de passo tnico
ao problema de Cauchy

{y/(t) = Xy(t)
y(O) = Yo,

com solugao exata em t = t; dada por

y(t:) = yoe'.

Se obtem a expressao
Yit1 = Q(AR)yi,

onde Q(Ah) é denominado fator de amplificagao e o conjunto
Q={neC;|Q(u)| <1} é aregiao de estabilidade absoluta.

de Narinho



Métodos numéricos

Unico
multiplo

Regioes de estabilidade para os métodos de Runge-Kutta

RK22
- RK33

Euler ||

——RK44||

imag(Ah)
)

-1
real(Ah)

Figura 7: Regites de estabilidade.

Método [ Fator de Amplificacao [ Intervalo de estabilidade
Euler 1+ Ah (-2, 0)

RK22 14+ A4 QB2 (-2, 0)

RK33 14+ A+ Q2 + Qhy? (-2.51, 0)

RK44 14 Ah+ Q07 i () i () (-2.78, 0)

Tabela 5. Intervalos de establlidade absoluta.

20/ 39
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Métodos numéricos " dnico
miltiplo

Resultados numéricos

Ordem de convergéncia e eficiéncia

= —y1(t) — 52(1),
=y1(t) — y2(t),
y1(0) =1, 3(0)=2 ¢te][0,1]

1
0.8 Exacta 4
e Euler
061 ¢ RK33 ]
041 1
So0.2f 4
°
ok 4
L]
-0.21 T
L]
-0.4r .
.
~06 . . . . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 8: Solugdo numérica de yi.
d de Narinho Li
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Métodos numéricos dnico
, multiplo

Resultados numéricos

n h Euler RK22 RK33 RK44
llenll ‘ Ordem llenll o ‘ Ordem llenll o ‘ Ordem llenll Ordem
2 271 | 5.7965¢-1 1.0785e-1 2.5547e-2 2.8820e-3

4 | 272 | 2.2027e-1 | 1.3959 | 2.6082e-2 | 2.0480 | 2.4744e-3 | 3.3680 | 1.6729e-4 | 4.1067
8 | 27% | 9.7925e-2 | 1.1695 | 6.2440e-3 | 2.0625 | 2.6830e-4 | 3.2052 | 9.8569e-6 | 4.0850
16 | 27* | 4.6436e-2 | 1.0764 | 1.5171e-3 | 2.0412 | 3.1110e-5 | 3.1084 | 5.9528¢-7 | 4.0495

32 | 27° | 2.2641e-2 | 1.0363 | 3.7329e-4 | 2.0230 | 3.7412¢-6 | 3.0558 | 3.6530e-8 | 4.0264

Tabela 4: Convergéncia métodos de Runge-Kutta.

d de Narinho Lic. Matemnr



Método de Euler
Métodos numeéricos Métodos de p. dnico
)\ los de T > multiplo

Resultados numérico

10 T T T T T T T T T
—eo— Euler
10?2 ¥ - & - RK2 4
m 4 RK33
L]
o 1t -4~ RK44 |]
39
ity e
= 10° | \ Toma ]
Y [ Tt
£ R
5
8107 \‘ B J
. . o
B « - -2 N e 1
107 - ‘o 4 Rk33 | "o
K + -« = RKd4 o TS
Y. L - : J
whE ¢ E N--l
~,~_‘<_4-( Tmmia L
14 "<
ool _ : : : 10 N S S S N RN S
10" 10 107 107 10" 10° 0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 01
Log(h) CPU en segundos
(a) Erro vs. tamanho de passo. (b) Prueba de tempos.

Figura 9: Convergéncia métodos numéricos.




Métodos numéricos dnico
mtltiplo

Resultados numéricos

Estabilidade absoluta

v () = —4y1(t) + y2(t)

y5(t) = y1(t) — 4ya(t).

y1(0) =1, wy2(0)=2 te€]0,5]
—4- A 1

det(A—AD) = |7, a

A= AEA+5) =0.

=

= A1 =-3 y Xz =—-5.

—2<A\h<0 = 0<h<0.6667. —2.78 < A\1h <0 = 0<h <0.9267.
—2<XAh <0 = 0<h<04. —2.78 < A2h <0 = 0 < h <0.5560.

o (&) Eulet, hi=05  ° > " (b RK44 h =09 :
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Resultados numéricos

Estabilidade absoluta

v () = —4y1(t) + y2(t)

y5(t) = y1(t) — 4ya(t).

y1(0) =1, wy2(0)=2 te€]0,5]
—4- A 1

det(A—AD) = |7, a

A= AEA+5) =0.

=

= A1 =-3 y Xz =—-5.

—2<A\h<0 = 0<h<0.6667. —2.78 < A\1h <0 = 0<h <0.9267.
—2<XAh <0 = 0<h<04. —2.78 < A2h <0 = 0 < h <0.5560.
2 2

os

a 5
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Métodos numéricos dnico
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Resultados numéricos

Estabilidade absoluta

v () = —4y1(t) + y2(t)

y5(t) = y1(t) — 4ya(t).

y1(0) =1, wy2(0)=2 te€]0,5]
—4- A 1

det(A—AD) = |7, a

A= AEA+5) =0.

= A =-3 y Az=—5.

—2<A\h<0 = 0<h<0.6667. —2.78 < A\1h <0 = 0<h <0.9267.
—2<XAh <0 = 0<h<04. —2.78 < A2h <0 = 0 < h <0.5560.
2 2
18 18
16 16
1.4 1.4
12 12
- 1 - 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
02 02
o

° () Buler, h =025 ° s () RK44 h =04 : :




Métodos numé s M:¢ dnico
multiplo

Métodos Preditor-Corretor

Os métodos de passo multiplo se caracterizam porque a solucao y;+1 € cal-
culada considerando duas ou mais aproximagoes anteriores y;, Yi—1, Yi—2 - - -

Mateméd



multiplo

Métodos Preditor-Corretor

Os métodos de passo multiplo se caracterizam porque a solucao y;+1 € cal-
culada considerando duas ou mais aproximagoes anteriores y;, Yi—1, Yi—2 - - -

f(ti, y:) se aproxima com interpolagao e o problema de Cauchy se resuelve
com integragao numeérica.

o Explicitos: Usa valores da funcdo f em instantes anteriores a y;1.
Exemplo: Métodos de Adams-Bashforth.

o Implicitos: Usa avaliagoes da fungao f que incluem a y;41.

Exemplo: Métodos de Adams-Moulton.




Método de Euler
Métodos numéricos )\ od dnico
multiplo

Métodos Preditor-Corretor

Os métodos de passo multiplo se caracterizam porque a solucao y;+1 € cal-
culada considerando duas ou mais aproximagoes anteriores y;, Yi—1, Yi—2 - - -

f(ti, y:) se aproxima com interpolagao e o problema de Cauchy se resuelve
com integragao numeérica.

o Explicitos: Usa valores da funcdo f em instantes anteriores a y;1.
Exemplo: Métodos de Adams-Bashforth.

o Implicitos: Usa avaliagoes da fungao f que incluem a y;41.
Exemplo: Métodos de Adams-Moulton.

Método Preditor-Corretor de Adams-Bashforth-Moulton de ordem 4

Y1 = Yi + 2 [55F (i, yi) — 59F (ti—1,Yi—1) + 37TF (ti—2,Yi—2) — 9F (ti—3,Yi—3)] .

Yitl = Yi + ﬁ [9F (titr1, Yl 1) + 195 (te, i) — 5F (i1, yi—1) + Fti—2,yi—2)] -
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Métodos numéricos )
multiplo

Resultado numérico

Ordem de convergéncia e eficiéncia
yi(t) = yu(t) — y2(t) — €',
ya(t) = y1(t) + y2(t) + 2¢,
11 (0)=-1, y2(0)=-1 ¢te€]0,4]

h AB4 ABM4 ABM5 RK44
llenl ‘ Ordem llenl ‘ Ordem llenl o ‘ Ordem llenll .o Ordem
273 | 6.5337e-02 3.0883e-03 3.1354e-03 3.4668e-03

27 | 4.9059e-03 | 3.7353 | 2.4353e-04 | 3.6646 | 1.0932e-04 | 4.8420 | 2.2789e-04 | 3.9272
27° | 3.3439e-04 | 3.8749 | 2.1139e-05 | 3.5261 | 3.5690e-06 | 4.9369 | 1.4596e-05 | 3.9647
270 | 2.1796e-05 | 3.9394 | 1.5170e-06 | 3.8007 | 1.1365¢-07 | 4.9728 | 9.2335e-07 | 3.9826

277 | 1.3906¢-06 | 3.9702 | 1.0108¢-07 | 3.9077 | 3.5821¢-09 | 4.9876 | 5.8056e-08 | 3.9914

Tabela 5: Convergéncia métodos numéricos.
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Métodos numéricos

Resultado numérico

Método de
Métod
Métodc

o unico

Log(Error)

Log(Error)

Loa(h)

(a) Erro vs. tamanho de passo.

Figura 10: Convergéncia

01 0.2 03 04 05
CPU en segundos

(b) Prueba de tempos.

métodos numéricos.




» de parametros

Formulacio do problema
Minimos quadrados

Estimacao de parametros

Insulina [uU/mL]

350
300 ® Datos-gllucosa (PTGIV)
250 Q
200 \
%
150 *
°
[}

100,

? ®eo00 0 o o °
50

0 50 (a) 100 150 200

Tiempolmin]

140

° @ Datos-insulina (PTGIV)
120
100

sof®

60
40 \

20 oo

° 0000 o o o o
0

0 50 (b) 100 150 200

Tiempo[min]

Tiempo (min) | glucosa (mg/dl) | insulina (uU /ml)
0 92 11
2 350 26
4 287 130
6 251 85
8 240 51
10 216 49
12 211 45
14 205 41
16 196 35
19 192 30
22 172 30
27 163 27
32 142 30
42 124 p2)
52 105 15
62 92 15
72 84 11
82 77 10
92 82 8
102 81 11
122 82 7
142 82 8
162 85 8
182 90 7
(C) Dados, R. Bergman, 1986.
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Formulagio do problema

o de parametros S A
[inimos quadrados

Estimacao de parametros

Formulagao do problema

Para um conjunto de dados (t;,¥i), ¢ = 1,2,...,m, se deseja achar o vetor « de
parametros (x1,x2,...,%n)’ que faga o melhor ajuste na fungio modelo

Ft, @) = 2161(t) + 22¢2(t) + -+ + Tndn (1).

Y =x1 + x2t

% ¢ Residuo
. ri(x) = yi — F(ti, ).
. Fungao objetivo
15 m
» 2
10 [ ()2 :Z(yi — f(ti,)*
. i=1
® ¢ Minimos quadrados
. 4 2
0 P
Jofn, [|r(2)];
Sl
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Formulagio do problema
o de parametros M oy

Estimacao de parametros

Formulagao do problema

Para um conjunto de dados (t;,¥i), ¢ = 1,2,...,m, se deseja achar o vetor « de
parametros (x1,x2,...,%n)’ que faga o melhor ajuste na fungio modelo

Ft, @) = 2161(t) + 22¢2(t) + -+ + Tndn (1).

Y =x1 + x2t

% Residuo
. ri(x) = yi — F(ti, ).
Fungao objetivo
15 m
» 2
10 [ ()2 :Z(yi — f(ti,)*
i=1
® Minimos quadrados
0 i 25
Jofn, [|r(2)];
Sl
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» de parametros

Estimacao de parametros

Minimos quadrados lineares

Formulacao do
Minimos quad

ATAz = ATy

(Equagoes normais)




le parametr Formulacao do
F Minix quad

Estimacao de parametros

Minimos quadrados lineares

ATAz = ATy (Equagoes normais)

Minimos quadrados no-lineares

o Método de optimizagao de Newton.

@ Método de Gauss-Newton.

o Método de Levenberg-Marquardt.

Mateméd



Formulacao ¢

o de parametros P
E Minimos qua

Método de optimizacao de Newton

F(o) ~ Flow) + (@ — o) V) Faw) + 5 (0 - 2)79)" Fan).

d de Narinho



le parametr Formulacao do
F Minix quad

Método de optimizacao de Newton

1 2
T T
F(a) % F@y) + (@ = 20) V) Fap) + o (@ =20 V)" Feg).
Para minimizar fazemos a deriva e igualamos zero

VF(z) = VF(zy) + (& — @) V2F(21) = 0.

Mateméd



le parametr Formulacao do
F Minix quad

Método de optimizacao de Newton

F(o) ~ Flow) + (@ — o) V) Faw) + 5 (0 - 2)79)" Fan).

Para minimizar fazemos a deriva e igualamos zero

VF(z) = VF(zy) + (& — @) V2F(21) = 0.

Logo isolando @ obtemos
2 -1
=z — (v F(mk)) VF(zy).

Mateméd




le parametr Formulacao do
F Minix quad

Método de optimizacao de Newton

F(o) ~ Flow) + (@ — o) V) Faw) + 5 (0 - 2)79)" Fan).

Para minimizar fazemos a deriva e igualamos zero
VF(z) = VF(zp) + (@ — @) V2F(2)) = 0.

Logo isolando @ obtemos
2 -1
=z — (v F(mk)) VF(zy).

De onde a partir de uma aproximagai inicial g temos a forma iterativa

. -1
Tl =T — (VZF(zk)) VF(xy), k=1,2,...

Mateméd




le parametr Formulacao do
F Minix quad

Método de optimizacao de Newton

F(o) ~ Flow) + (@ — o) V) Faw) + 5 (0 - 2)79)" Fan).

Para minimizar fazemos a deriva e igualamos zero
VF(z) = VF(zp) + (@ — @) V2F(2)) = 0.

Logo isolando @ obtemos
2 -1
=z — (v F(mk)) VF(zy).

De onde a partir de uma aproximagai inicial g temos a forma iterativa

2 -1
Tl =T — (V F(zk)) VF(xy), k=1,2,...

Método de optimizagao de Newton

VF(z) = Vr(z)r(z) = Jr(z) " r(z).
(Ir @) T I (i) + S(@r)) PA = —Ir (@) T ()

m
viF xz) = Vr(x)Vr a:)TJr ) :z:V2ri e
( (z)Vr( 1:21 () () P

= Jp(z)T Ty (z) + S(x).

Mateméd




de parametros

Método de Gauss-Newton e Levenberg-Marquardt

Método de Gauss-Newton

(Ir @) T Ir (k) PEN = =T (2r) Tr(2s),

_ GN
Tkl = Tk + Py -

o V2F(x) ~ JT (x)J (z), isto é S(x) = 0.

Método de Levenberg-Marquardt

(Ir @) T Tr (k) + pid) pEM = — o (1) Tr (204,

_ LM
Tp1 = Tk + DY -

o V2F(x) ~ JT (xy)J (zx) + pupI.

de Narinho



Modelo de Ackerman
Modelo minimo de Bergman

esultados numéricos

Resultados numéricos-modelo de Ackerman

‘ Parametros ‘ Valores estimados ‘ Valores (2014) ‘ Diferenca % ‘ Intervalo de estabilidade
my 2.82467¢-02 2.73281e-02 3.25206

mo 1.22845e-01 6.60192¢-02 46.2581 o Euler (0’ 12533)

mg 6.80561e-01 5.64145e-01 20.6358 o RK44 (0 1 7421)

, 1. o
my 1.06077e-01 1.34963e-01 21.4029

Tabela 6: Parametros estimados modelo de Ackerman.

400 T T T
=== Método de Euler
350 = = = Solucién Analitica 400 T u u
0  Datos—gllucosa (PTGIV) Método de Euler
350 = = = Solucién Analitica

300 o Datos-insulina (PTGIV)
z |k 300
=)
En 250 -
E 250
7 5

200
3 2 200
o g

150 7 150

c b
100, 100
0Oo00 © o0 © o
50 ; . . 50+ |y
0 50 100 150 200 ol Y -
Tiempo[min] 0 ? /—.—ﬂ-‘d—*—.‘—&—o
0 50 100 150 200
(a) Glucose. (b) Insttecimin

Figura 12: Solugdo numérica método de Euler, com h = 1.2.




esultados numéricos

Modelo de Ackerman

lodelo

minimo de Bergman

Resultados numéricos-modelo de Ackerman

| Diferenca % | (NIRRT

‘ Parametros ‘ Valores estimados ‘ Valores (2014)
mi 2.82467e-02 2.73281e-02 3.25206
ma 1.22845e-01 6.60192e-02 46.2581
m3 6.80561e-01 5.64145e-01 20.6358
my 1.06077e-01 1.34963e-01 21.4029

e Euler (0, 1.2533).
o RK44 (0, 1.7421).

Tabela 6: Parametros estimados modelo de Ackerman.

Glucosa [mg/dL]

400

350

300

250

200

150

100,

50
0

T T T 400
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(c) Glucose.

(d) Insulina.

Figura 12: Solugao numérica método de Euler, com h = 1.0.




Resultado

Resultados numérico

numéri

Mod
Modelo

minimo de

lo de Ackerman

Bergman

-modelo de Ackerman

‘ Parametros ‘ Valores estimados ‘

Valores (2014)

‘ Diferenca % ‘

Intervalo de estabilidade

my 2.82467e-02 2.73281e-02 3.25206
ma 1.22845e-01 6.60192e-02 46.2581 o Euler (O’ 12533)
ms3 6.80561e-01 5.64145e-01 20.6358
. e RK44 (0, 1.7421).
my 1.06077e-01 1.34963e-01 21.4029
Tabela 6: Parametros estimados modelo de Ackerman.
260
Parametros Cisneros 100 Parametros Cisneros i
240 Parametros propios %l Parémetros propios |
O  Datos - glucosa (PTGIV) O Datos - insulina (PTGIV)
220 1
g 200 1 g‘
£ 180 1 2
8 g
g 160 1 £
: 2
© 140 {1 -
120 9
100 Bl
. . o , ] ok, . . . R
20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Tiempo[min] Tiempo[min]

(e) Glucose.

Figura 12: Solugao

(f) Insulina.

numérica método RK44, com h = 1.2.




Modelo de Ackerman

P Modelo minimo de Bergman
Resultados numéri

Modelo de Glucose Simplificado

Prueba de tolerancia a glucose oral e modelo de Ackerman

l t(hr) [ Paciente 1 Paciente 2
e G(t) = Gy + Ae=%t cos(wt — §). 5 = o0
@ 5 parametros de ajuste. 0.5 150 185
0.75 165 210
o Usar a e w para diagnosticar 1 145 220
St 15 90 195
2 75 175
a2 2 2m 2.5 65 105

wo=Vattw? = T=—. .

wo 3 75 100
1 30 85
6 75 90

Tabela 7: Niveis de Glucose [mg/dL].
Mabhaffy, 2010.




Modelo de Ackerman

P Modelo minimo de Bergman
Resultados numéri

Modelo de Glucose Simplificado

Prueba de tolerancia a glucose oral e modelo de Ackerman

l t(hr) [ Paciente 1 Paciente 2
e G(t) = Gy + Ae=%t cos(wt — §). 5 = o0
@ 5 parametros de ajuste. 0.5 150 185
0.75 165 210
o Usar a e w para diagnosticar 1 145 220
St 15 90 195
2 75 175
a2 2 2m 2.5 65 105

wo=Vattw? = T=—. .

wo 3 75 100
1 30 85
6 75 90

Tabela 7: Niveis de Glucose [mg/dL].
Mabhaffy, 2010.

@ Paciente 1: T = 3.0402.

[ Parametro | Paciente 1 | Paciente 2 |
3 . — R
@ Paciente 2: T = 5.1944. e =5 1814 952117
Nota: T' > 4 indica diabetes. A 171.5488 263:1672
[e% 0.9927 0.6335
w 1.8127 1.0304
§ 1.6325 1.5621

Tabela 8: Parametros estimados.




Resultados numér

Modelo de Glucose Simplificado

220 T T
O Datos-glucosa, paciente 1
Ajuste-modelo, paciente 1
2008 O Datos-glucosa, paciente 2| |
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180
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= =
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,_‘
S
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80
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Figura 13: Modelos de Glucose.




Modelo de Ackerman

P Modelo minimo de Bergman
Resultados numéricos

Modelo minimo de Bergman

Parametros Valores estimados
Paciente sano Paciente 2
mi 4.111765e-02 1.771358e-02
mo 8.761007e-03 7.630303e-02
ms3 4.994567e-06 1.008268e-05
my 5.309902e-03 5.615203e-03
ms 8.461203e+01 1.46879e+02
me 4.369277e-01 5.662352e-02
Sr 5.70091e-04 1.321399e-04

Tabela 9: Parametros modelo Minimo. Pillonetto, 2002.

Rango normal indice de sensibilidade

G'(t) = —m1(G(t) — Gb) — X(H)G(t), G(0) =Go
X' (t) = —maX(t) +ma [I(t) — Ib], X(0)=0 2.1e-04 a 18.2e-04 [uU/min].
I'(t) = myg [G(t) — ms]t — me(I(t) — Ib), I(0) = Io

Mateméd



Modelo de Ackerman
Modelo minimo de Bergman

Resultados numéri

Modelo minimo de Bergman

350 T T T 400 T T T T
Método-ABM4 350 Método-ABM4 |
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(a) Glucose - paciente sano. (b) Glucose - paciente 2.

Figura 14: Solugdo numérica de paciente sano e otro diabético.




Modelo de Ackerman
Modelo minimo de Bergman

Resultados numéri

Modelo minimo de Bergman

450 T T T 350 T T T T
o
400 Método-ABM4 300 Wétodo-ABIA
" O  Datos-Insulina(PTGIV)
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(a) Insulina - paciente sano. (b) Insulina - paciente 2.

Figura 15: Solugao numérica de paciente sano e otro diabético.




Modelo de Ackerman

2 es ado s Modelo minimo de Bergman
Resultac numéri =

Modelo minimo de Bergman

Insulina Activa

250

x 10
7 T T : 0.025 T T T :
6F 1
0.02 1
51 1
g
a 13 0.015 1
©
£
8 ] 2 om 1
2 1
0.005 1
1 1
0 i i i 0 i i
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tiempo[min] Tiempo [min]
(a) Insulina ativa - paciente sano. (b) Insulina ativa - paciente 2.

Figura 16: Solugdo numérica de paciente sano e otro diabético.




R

ultados numér

Indice de sensibilidade

A ckerman

1inimo de Bergman

‘ Go ‘ my ma mg St
Parametros estimados | 409 | 7.4632e-03 | 4.5430e-01 | 8.9578e-05 | 1.9718e-04
Parametros publicados | 409 | 8.7000e-03 | 9.8000e-02 | 2.0580e-05 | 2.1000e-04
Diferenga % 0 14.2160 78.4283 77.0256 6.1047

Tabela 11: Comparagdo de parametros estimados para o paciente 5.
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Figura 17: Paciente 5.
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P Modelo minimo de Bergman
Resultados numéricos S

Conclugoes
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le Ackerman

- L minimo de Bergman
Resultados numéricos ¢ g
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