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Abstract - The Darmois-Skitovich theorem (1953) had a
fundamental role in the development of independent com-
ponent analysis (ICA) techniques, usually employed in the
context of blind source separation (BSS). Although implic-
itly used in BSS, little emphasis is given in general literature
to this theorem’s derivation, which is not evident, and to its
interpretation. The goal of this paper is to revisit and in-
terpret, in a more intuitive manner, the Darmois-Skitovich
theorem in this context.
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1 Introducao

Em diversos contextos praticos, como, por exemplo, em
Processamento de Sinais Biomédicos [1], Processamento de
Audio [2], Comunicacdes [3], dentre outros, surge a neces-
sidade de recuperar individualmente sinais desconhecidos,
combinados de forma também desconhecida [4, 5]. Durante
muitos anos, a solucdo desse problema, atualmente consa-
grado como separacdo cega de fontes (BSS, do inglés, blind
source separation), foi dada como impossivel [6].

Um esquema simplificado do problema de BSS é mos-
trado na Figura 1. Nesse esquema, N fontes indicadas pelo
vetor s(n) s@o misturadas, resultando em L misturas indi-
cadas pelo vetor x(n). O objetivo de BSS é obter o sis-
tema separador W que resulte em boas estimativas y(n)
de K < N fontes.

/ Estimativas:

Fontes: Misturas:
s(n) x(n) y(n)
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Figura 1: Esquema simplificado do problema de BSS: sepa-
ragdo de K fontes a partir da observacdo de L misturas.

Estudos na area de BSS comegaram no inicio dos anos
1980, considerando apenas sistemas misturadores lineares e
instantaneos [6]. Em 1985, B. Ans, J. Hérault e C. Jutten
mostraram a possibilidade de resolver o problema de BSS
através do uso de estruturas nao lineares no sistema sepa-
rador [7]. Durante essa época, pouco ainda se sabia sobre
as limitagoes tedricas das técnicas de separacdo existentes
e por que de fato elas funcionavam [6]. Apenas no inicio
dos anos 90, P. Comon introduziu um conjunto de técni-
cas conhecidas coletivamente como andlise de componen-
tes independentes (ICA, do inglés, independent component
analysis) [8, 9]. Essas técnicas exploram, de uma forma ou
de outra, dois conceitos importantes: independéncia esta-
tistica e ndo gaussianidade.

Em [9], estabeleceram-se condigoes de separabilidade das
fontes no contexto de ICA. Tratam-se de condigdes ted-
ricas sobre o sistema misturador e sobre as distribui¢ées
das fontes para garantir uma separacdo adequada. Além
disso, mostrou-se que, mesmo que o sistema separador ga-
ranta componentes independentes de y(n), isso ndo implica

a separacdo das fontes. E preciso adicionar a restri¢io de
ndo gaussianidade das fontes para que a recuperagao de
independéncia garanta a separacdo. Kssa relagdo muito
pouco evidente entre independéncia estatistica e ndo gaus-
sianidade foi realgada por Comon com base no teorema de
Darmois-Skitovich, publicado em 1953 nos trabalhos inde-
pendentes de G. Darmois [10] e V. Skitovich [11], na &drea
de Estatistica conhecida como Anélise Fatorial.

A questao da separabilidade foi fundamental para desen-
volver e compreender os limites de funcionamento da ICA.
Cabe notar, além disso, que [9] evidenciou a possibilidade
de tirar proveito das estatisticas dos sinais para separar
fontes e provou-se um marco na area de BSS, inspirando
diversos outros trabalhos; veja, por exemplo, [4]-[6], [12] e
[13].

O teorema de Darmois-Skitovich teve, portanto, um pa-
pel importante no desenvolvimento das técnicas de ICA; dai
a sua relevancia no contexto de separacdo cega de fontes.
Entretanto, apesar de ser tacitamente empregado, pouco
enfoque é dado a sua dedugdo, que nao é evidente, e tam-
bém a sua interpretacdo no contexto de BSS. Tendo isso
em vista, o objetivo deste artigo é revisitar e interpretar,
com o auxilio de alguns exemplos, o teorema de Darmois-
Skitovich.

O artigo estd estruturado como segue. Na Segdo 2, os
teoremas preliminares necessarios na demonstragdo sim-
plificada do teorema de Darmois-Skitovich sdo introduzi-
dos e comentados com exemplos. Na Secdo 3, o teorema
de Darmois-Skitovich é demonstrado inspirando-se em [14]
e [15]. Além disso, o teorema decorrente provado por Co-
mon, que garante separabilidade de fontes no contexto de
ICA, é apresentado nessa secdo. Na Secdo 4, as condigbes
de separabilidade sdo interpretadas em um exemplo de BSS
para misturas instantaneas e lineares. Na Secao 5, sdo apre-
sentadas as conclusoes do artigo.

2 Teoremas preliminares

Teorema 1 (Cramér, 1936). Sejam {X;}, com i =
1, 2, ..., N, varidveis aleatorias independentes. Se

N
Y = ZaiXi (1)
=1

€ gaussiana, entdao todas as varidveis aleatorias X; para as
quais a; # 0 também sdo gaussianas.

Esse teorema foi inicialmente conjecturado por P. Lévy
e depois provado para N = 2 em [16], e estendido para
qualquer N > 2 em [14]. Embora seja um fato conhecido
que a combinagao linear de varidveis aleatérias independen-
tes gaussianas também é gaussiana [17], a reciproca nao é
evidente.

Pode-se contrastar o Teorema 1 com o teorema central
do limite (TCL), largamente utilizado em Estatistica. Em
linhas gerais, nota-se que se {X;} comi=1,2, ..., N sdo
varidveis aleatorias independentes e identicamente distri-
buidas, a medida que N tende ao infinito, a distribuicdo
de Y em (1) tende, em um sentido probabilistico, a uma
distribuicdo gaussiana [17]. Com base nesse fato, seria pos-
sivel alegar que, como o TCL néo restringe as varidveis



aleatorias somadas a serem gaussianas, o Teorema 1 esta-
ria errado. Porém, ndo é esse o caso: enquanto o TCL
considera a soma de uma infinidade de varidveis aleatérias
ndo necessariamente gaussianas, o Teorema 1 considera a
composicdo de uma variavel aleatéria gaussiana a partir da
soma de uma quantidade finita de varidveis aleatérias inde-
pendentes.

Teorema 2 (Marcinkiewicz-Dugué, 1951). Seja X uma
varidvel aleatdria cuja fungdo caracteristica é dada por [17]

Ox(w) =E [¢7], (2)

em que E[] € o operador valor esperado. As inicas varid-
veis aleatdrias que possuem fungdo caracteristica da forma
Bx(w) = e, em que p(w) é wm polindémio, sio as va-
ridveis aleatorias constantes e gaussianas. Em outras pala-
vras, se e’ @) ¢ uma fungdo caracteristica de uma varidvel
aleatdria qualquer, entdo o grau de p(w) € obrigatoriamente

menor ou tgual a 2.

Alguns casos particulares desse teorema foram observa-
dos na tese de M. G. Kunetz em 1937. A sua demonstragao
geral foi feita por M. Marcinkiewicz em 1940. Além disso,
D. Dugué indicou o teorema em 1939 e apresentou uma
prova mais curta em 1951 [18]. Cabe notar que a dedu-
cao do teorema é complicada: utiliza conceitos de andlise
complexa e fungdes meromérficas, ou seja, fungdes analiti-
cas exceto em alguns pontos isolados. A dedugéo é feita
estabelecendo-se condigdes sobre p(w) para que eP@) re-
sulte uma fungédo caracteristica. Nota-se que essas condi-
¢Oes apenas sdo satisfeitas para p(w) com grau zero, um ou
dois. No exemplo a seguir, verifica-se o que pode ser dito
sobre a varidvel aleatéria X em cada um desses casos.

Exemplo 1. Se a funcdo densidade de probabilidade de
X existir e valer fx, entdo aplicando a definicdo de valor
esperado em (2), sua fungdo caracteristica pode ser escrita
como

3)

Nota-se que a fungéo caracteristica de X ¢é a transformada
de Fourier (com sinal de frequéncia trocado) de fx. Com
isso, pode-se verificar os seguintes casos de ®x (w) = eP),
com p(w) polinomial:

Dy (w) = [ T e () do

oo

e grau[p(w)] = 0: como Px(0) = 1, entdo p(w) = 0.
Portanto, ®x(w) = 1 e X serd uma varidvel aleatéria
com funcdo densidade de probabilidade fx(z) = §(z),
em que 6(-) é o delta de Dirac. Assim, X é constante
e vale 0.

e grau[p(w)] = 1: como fx(z) é real, x(—w) = % (w),
em que (-)* denota o complexo conjugado. Portanto, o
coeficiente de w em p(w) é imagindrio puro. Tomando
p(w) = jwzo, tem-se fx(z) = 6(x —xo). Nesse caso, X
é constante e vale zg.

e grau [p(w)] = 2: tomando-se X gaussiana com média
e variancia o2, tem-se
1 _(w=pw)?
e 202
V2mo?

e, notando-se que a transformada de Fourier da gaus-
siana também é uma gaussiana, resulta, a partir da
aplicacdo do par transformado [17],

fx(z) =

. 2
Dx(w) = dr T

Conclui-se, pela biunivocidade do par transformado
b b
que p(w) tem grau dois se, e somente se, X é gaussiana.

Lema 1 (Darmois, 1953). Sejam fi, fo, ..., fn € g1, g2
fungoes continuas em um aberto V. Se existir uma decom-
POSiCao

T(x,y) = Y felacw+bey) = g1(2)+92(y), Y, y € V, (4)
=1

em que ai, az, ..., aN, b1, ba, ..., by sdao constantes ndo

nulas tais que

aibj — a;bi # 0, Vi#j, (5)

entdo as fungées fi(x) sdo polindmios de grau menor ou
igual a N.

A prova desse lema é feita em [10] para N = 2 a partir
do uso sucessivo de diferencas finitas. Com esse lema, é
possivel garantir que as fungoes para as quais a decomposi-
¢do da Equagéo (4) ocorre sdo necessariamente polindmios.
Além disso, os graus desses polindémios devem ser menores
que o nimero N de fungées originalmente somadas. A se-
guir, apresentam-se alguns casos particulares para N = 2 e
fl, f2 R — R.

Exemplo 2. Sejam fi(z) = e” e fa(x) = /|z|. As funcoes
f1 e f2 ndo sdo polinébmios e, conforme o lema, a fungido
T'(z,y) ndo admite uma decomposigdo como em (4).

Exemplo 3. Sejam fi(z) = (z+1)% e f2(z) = 2x. Nota-se
que uma decomposigdo seguindo (4) é possivel somente se
b1 = 0, e esse caso ndo é contemplado pelo lema. Trata-se
de um exemplo em que a reciproca nao vale.

Exemplo 4. Sejam fi(z) = 2% e fo(z) = —2*. Nesse caso,
tem-se a decomposicdo de T'(z,y) segundo (4) se a1b1 =
asbz, valida até mesmo para coeficientes ndo nulos e para
a1bz # agbi. De fato, o lema nos garante que f1 e fs sdo
polinémios de grau no maximo N = 2; o que, nesse caso, é
verdade.

3 O teorema de Darmois-Skitovich

Teorema 3 (Darmois, 1953; Skitovich, 1953). Sejam Si,
Sa, ..., SN waridveis aleatorias independentes. Suponha
que

Yi =a151 + a5 +... +anSn

6
Yo =b151+ 0252+ ...+ bnSN ©)

e que Y1 e Ya sdo independentes. Se para um valor qualquer
de i, com 1 <i < N, vale a;b; # 0, entdo S; é gaussiana.

Demonstragdo. A funcdo caracteristica conjunta de Y7 e Yo
é igual a

Py, v, (wi,w2) = Blexp (j(w1Y1 + w2Y2))] - (7)
Notando-se que Y; = 25\1:1 a;Sie Yy = Eivzl b;S; resulta

N
Qv v, (wi,w2) =E |exp jZ(Wlai+w2bi)Sz’

i=1

(®)

Devido a independéncia dos S;, com 1 < i < N, a seguinte
fatoracdo é possivel:

N
Dy, v, (Wi, w2) = H Og, (wra; + wab;).

=1

(9)

Como Y7 e Ys sdo independentes, vale

Qv v, (wi,w2) = Py, (w1) Py, (w2), (10)



e a partir de (9), tem-se

N
'I'Yl (w1)<1>y2 (wz) = H (I)si (wlai =+ W2bi).

=1

(11)

Aplicando-se o logaritmo de ambos os lados dessa equagao,
e denotando ¥(-) = log(®(-)), resulta

N
Uy, (1) + Uy (we) = 3 U, (wias + wabs).

=1

(12)

Quando a;b; = 0, pode-se agrupar ¥g, a algum dos dois
termos do lado esquerdo de (12). Esse procedimento deve
ser repetido para todos os casos possiveis. Em seguida, su-
pondo que a;b; — ajb; # 0 para todo ¢ # j, aplica-se o
Lema 1 na equacdo resultante. Com isso, observa-se que
para os casos em que a;b; # 0, Us, deve ser um polinémio.
Utilizando-se o Teorema 2 e excluindo-se os casos determi-
nisticos, conclui-se que S; é gaussiana se a;b; # 0.

Para o caso em que a;b; —a;b; = 0 para algum i # j, pode
ser feita uma combinacgdo prévia de varidveis aleatorias. Por
exemplo, pode-se definir uma varidvel aleatéria S;; tal que

Sij

= a;S; + aij

P

(13)

n o~

Y _ b S; + bij

a;

se a;b; # 0. Apds serem feitas todas as combinagdes pos-
siveis de varidveis aleatérias em (6), os coeficientes resul-
tantes {a;, Bl} deverao satisfazer (_lil_)j — &jl_n # 0 para todo
i # j. Prossegue-se realizando os passos que vao da Equa-
¢do (7) até (12) e aplica-se o Lema 1 como feito anterior-
mente. Se a partir do lema obter-se que S;; é gaussiana,
entdo aplicando-se o Teorema 1 pode-se garantir que S; e
S; também sdo gaussianas. O

A fim de se compreender o teorema de Darmois-Skitovich
no contexto de separacdo de fontes, remete-se ao esquema
da Figura 1 com K = 2. Interpretando-se as varidveis {S;}
como fontes e {Y;} como estimativas das fontes, nota-se que
os coeficientes a; e b; variam conforme se ajusta o sistema
separador W. Escolhendo-se W de modo a se garantir
{Y;} independentes entre si, o Teorema 3 estabelece que as
fontes serdo separadas se ndo forem gaussianas. Se para
a i-ésima fonte vale a;b; # 0, o que significa que ela néo
estd sendo separada, entdo ela é gaussiana. Em outras pa-
lavras, escolhendo-se um sistema separador W de modo a
se garantir componentes independentes de {Y;}, garante-
se separacdo das fontes a menos que uma ou mais sejam
gaussianas.

Tomando por base o teorema de Darmois-Skitovich, Co-
mon introduziu a ideia de separagdo por extragdo de com-
ponentes independentes, além de generalizar o Teorema 3
para K > 2 e estabelecer as condices de separabilidade
das fontes. Esses resultados estdo resumidos no teorema a
seguir.

Teorema 4 (Comon, 1992). Sejay = WHs, em que WH
é uma matriz ortogonal N x N e s é um vetor de fontes
com elementos (ou componentes) estatisticamente indepen-
dentes, e no mdximo um de seus elementos é gaussiano.
Entdo, y € um wvetor aleatério com componentes mutua-

mente independentes se, se somente se,
WH = AP, (14)

em que A € uma matriz diagonal e P é uma matriz de
permutagao.

A partir desse teorema, foi possivel justificar o funciona-
mento das técnicas de ICA, bem como estabelecer seus limi-
tes tedricos de funcionamento: ao recuperar a independén-
cia estatistica nas saidas do sistema separador, recuperam-
se as fontes a menos de ambiguidades de escala e permuta-
¢des, se no maximo uma fonte for gaussiana [9, 5].

A seguir, sdo ilustradas as implicagoes praticas dos Teo-
remas 3 e 4 em um exemplo simples de branqueamento de
mistura instantanea e linear.

4 Interpretacao no contexto de BSS

Considere o esquema mostrado na Figura 1, com N = L =
2. As misturas sdo obtidas segundo

x = ["31} =Hs=H [81] , (15)
T2 52
em que
0,1302  0,9683
H=[h he]= {—0,5191 -0, 3545] - (19

Considera-se que as misturas x passam por um processo
posterior de branqueamento [5, 19], resultando no vetor de
misturas branqueadas X.

Na Figura 2, sdo mostrados os diagramas de dispersao
para as fontes s;, misturas x; e misturas apds branquea-
mento T;, com i = 1, 2 e 1000 realizacdes independentes
de cada varidvel aleatéria. Sdo considerados trés pares de
fontes independentes com distribui¢bes diferentes, represen-
tados nas colunas (a), (b) e (c). Na coluna (a), considera-se
duas fontes com distribui¢do uniforme; na coluna (b), fon-
tes com distribuigoes distintas, sendo que uma delas possui
distribui¢do bimodal; e na coluna (c), considera-se que as
fontes sdo conjuntamente gaussianas.

As abscissas e ordenadas dos diagramas de dispersao das
fontes, mostradas na Figura 2, sdo também representadas
apos as transformagoes lineares que resultam na mistura
e no branqueamento da mistura. Para os diagramas de
dispersao das misturas, esse eixos apontam na direcdo das
colunas da matriz de misturas H, ou seja, h; e hs.

(@) (b)

fontes

T2

misturas <

misturas apés
branqueamento

Figura 2: Diagramas de dispersdo para as fontes indepen-
dentes s;, suas misturas z; e o efeito do seu branqueamento
Z;, com i = 1, 2. (a) Fontes com distribuigio uniforme.
(b) Fontes com distribui¢des distintas. (c) Fontes conjun-
tamente gaussianas.

Nota-se, como conhecido, que a técnica de branquea-
mento é capaz de recuperar a “estrutura” do suporte da
distribuicdo das fontes a menos de uma rotagdo em todos
os casos (a), (b) e (c) da Figura 2. O passo seguinte de sepa-
racao de fontes, que envolve, por exemplo, técnicas de ICA,



é responsavel por descobrir qual é a rotagdo que, aplicada
nas misturas apdés branqueamento, resultara nas estimati-
vas mais adequadas das fontes independentes.

Percebe-se que ha mais de uma rotagdo possivel a ser
feita nas misturas apds o branqueamento para recuperar a
estrutura do diagrama de dispersao das fontes independen-
tes. A depender da rotagdo escolhida, as fontes poderédo
ser recuperadas com uma permutacido em relacdo as fontes
originais, ou seja, a fonte 2 no lugar da fonte 1, e a fonte 1
no lugar da fonte 2. Trata-se de uma ambiguidade de per-
mutacdo na solugdo do problema cego, como previsto pelo
Teorema 4 da Secao 3.

Observa-se ainda, no caso da Figura 2-(b), que a mistura
apds branqueamento também apresenta um alongamento
do diagrama de dispersao na direcao do eixo azul em relacdo
ao diagrama das fontes independentes. Isso representa a
ambiguidade de escala que ocorre na solugdo do problema
cego, como previsto pelo Teorema 4 da Secao 3. Em outras
palavras, ndo é possivel recuperar a energia das fontes.

E importante notar que, para fontes conjuntamente gaus-
sianas como na Figura 2-(c), o diagrama de dispersdo das
fontes é completamente simétrico. Nesse caso, o branque-
amento da mistura é suficiente para que as misturas apds
branqueamento sejam estatisticamente independentes. Po-
deria se pensar que o problema de BSS, nesse caso, esta-
ria entdo resolvido, ja que dois sinais independentes foram
recuperados a partir da descorrelagdo das misturas. No
entanto, qualquer rotacdo que seja aplicada nas misturas
apés branqueamento resultard, também, em sinais estatis-
ticamente independentes. Como o problema é cego, fica
impossivel determinar qual é a rotagdo adequada que re-
cupera as fontes independentes que se deseja determinar.
Portanto, no caso de fontes conjuntamente gaussianas, o
passo seguinte de separagdo cega de fontes ndo é capaz de
descobrir as fontes independentes originais. FEssa é uma
forma alternativa, e também complementar, de se conven-
cer da condi¢cdo do Teorema 4 de que no maximo uma das
fontes pode ser gaussiana para se ter separagdo adequada.

5 Conclusoes

Desde o inicio dos anos 1980, varias solugbes interessantes
vém sendo propostas para resolver o problema de separacao
cega de fontes. Muitas dessas solugoes estdo baseadas em
principios de extracdo de componentes independentes co-
nhecidos coletivamente como ICA. Os limites tedricos e os
principios de funcionamento da ICA foram esclarecidos por
Comon em [9], gragas ao teorema de Darmois-Skitovich [10].
Esse teorema estabelece a relagdo muito pouco evidente en-
tre independéncia estatistica e ndo gaussianidade. Quando
aplicado ao contexto de BSS, esclarece a necessidade de adi-
cionar a restrigdo de ndo gaussianidade das fontes para que
a recuperacao de independéncia garanta a separagao.

Nota-se que, até os dias de hoje, o teorema de Darmois-
Skitovich ainda é assunto de pesquisa (veja, por exemplo,
[20] e [21]). Particularmente, o objetivo desse artigo foi au-
xiliar no entendimento de conceitos tedricos fundamentais
de BSS, a partir da apresentagédo e interpretacao do teorema
de Darmois-Skitovich. Vislumbra-se, em trabalhos futuros,
o entendimento aprofundado de técnicas atuais de BSS com
niveis de sofisticacdo elevados.
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