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Resumo - Este trabalho aborda a aplicacdo do
critério de Mdxima Verossimilhanca sobre o problema
de desconvolugdo ndo-supervisionada. Tal critério
pode ser obtido a partir do principio Infomax, co-
mumente usado no contexto de Separagdo de Fontes.
Adotando a distribuicdo da Gaussiana generalizada,
este critério pode ser simplificado através da norma
Ly, cujo valor de p varia de acordo com a forma da
distribuicdo. Tais normas, por sua vez, despontam
como uma alternativa em potencial para a tarefa de
desconvolugdo preditiva e esta potencialidade é explo-
rada aqui através da dualidade entre as normas {1 e
U e as distribuicdes dos sinais a serem recuperados.
Palavras-chave: normas ¢, desconvolugdo preditiva,
estimador de Mdxima Verossimilhancga, dualidade.

Introducao

O problema de desconvolug@o linear é de grande
relevancia para a drea de processamento de sinais,
tanto por seus aspectos tedricos quanto praticos [1].
Neste problema, busca-se ajustar um filtro w[n] de
modo a compensar as distor¢des ocasionadas por um
sistema linear e invariante no tempo, com resposta
ao impulso h[n], sobre o sinal de entrada s[n|, como
ilustrado pelo diagrama de blocos da Figura 1.

Em sua vertente nao-supervisionada, o projeto do
filtro é conduzido sem o acesso as amostras de s[n| e
sem o conhecimento explicito do sistema h[n]. No en-
tanto, para conduzir o processo de otimizacdo do filtro
de desconvolucdo, sdo necessarias algumas premissas
sobre o sinal de entrada e/ou o sistema h[n]. Neste
trabalho, ¢ enfatizada a hipétese de que s[n] € um
sinal estaciondrio, composto por amostras de varidveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas
(i.i.d.) de uma distribuicdo ndo Gaussiana.
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Figura 1 — Diagrama de blocos de um sistema de des-
convolucio linear e ndo-supervisionado.
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Uma possivel abordagem para tal problema ¢&
através da desconvolucdo preditiva, apresentada ini-

cialmente em [2], dentro do contexto de descon-
volucdo sismica, e que emprega técnicas de predi¢io
linear para compensar as distorcdes observadas. O
objetivo, neste caso, € ajustar os coeficientes w =
[w1 wa ... wr] do chamado filtro de erro de predigdo

(FEP), que pode ser escrito como [1]:

L sz_L,

W(z)=1—wz ! —wyz~ (1)
de modo a minimizar uma dada fun¢ao de custo esta-
belecida sobre o erro de predi¢do y[n], dado por:

L
yln] = xn] = wixln -, )
i=1

com z[n] = St - hlk]s[n — k].

Classicamente, utiliza-se o Erro Quadratico Médio
de predicdo (MSE, do inglés, Mean Squared Error),
conduzindo a seguinte fun¢do de custo:

J(w) = E[y*[n]], 3)
0 que resulta no problema de otimizagao:
w* = argmin J(w). 4)
w

Antes de continuarmos, cabe aqui a definicdo da
norma ¢, de um vetor y no espago R*:

M 1
Iyl = (D lwil”) ",
=1

onde y; denota a i-ésima componente do vetor y.
Comparando as equagdes (3) e (5) vemos que o pro-
blema de otimizacdo apresentado na desconvolugdo
preditiva € equivalente a minimizac¢do do quadrado da
norma ¢y do erro de predi¢do. Contudo, a abordagem
classica (p = 2) apresenta a restri¢do de ser eficaz ape-
nas no tratamento de canais de fase minima, o que mo-
tiva o uso de outros valores para p [3].

O objetivo deste trabalho é estudar caracteristicas do
sinal s[n] que permitam determinar o valor de p mais
adequado para tornar mais eficiente o procedimento de
desconvolucdo preditiva. Em particular investigamos
algumas relacoes de dualidade entre as normas £, para
algumas fung¢des densidade de probabilidade (pdf, do
inglés probability density function) do sinal s[n]. Tal
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estudo complementa os resultados observados no con-
texto supervisionado em [4].

Nossa abordagem aqui consiste em partir de
critérios comumente empregados no problema de Se-
paracdo Cega de Fontes (BSS, do inglés Blind Source
Separation), adequé-los ao problema de desconvolu-
¢do para, em seguida, assumindo uma distribui¢io
Gaussiana generalizada para s[n], estabelecer as re-
lagdes de interesse.

Na secdo de Fundamentacio Teorica é apresen-
tada a relacdo entre o critério Infomax [1], [S] e o es-
timador de Médxima Verossimilhanga [6] para o pro-
blema de Separacdo de Fontes. Em seguida, am-
bos os critérios sdo particularizados para o problema
de desconvolugdo ndo-supervisionada. Finalmente, o
critério de Maxima Verossimilhanga é aplicado so-
bre as distribui¢des Gaussianas generalizadas, estabe-
lecendo uma relacdo entre a forma da distribuigéo e a
escolha do pardmetro p a ser empregado na norma /.

A secdo de Resultados mostra a dualidade entre as
normas /1 e /., tanto para a desconvoluc@o supervi-
sionada quanto para o contexto preditivo. Por fim, a
secdo de Conclusoes apresenta as discussdes feitas e
algumas perspectivas futuras de trabalho.

Fundamentac¢ao Teodrica

No problema de Separagdo Cega de Fontes de misturas
lineares, uma das formas de se obter a matriz de sepa-
racdo € através da chamada Andlise por Componentes
Independentes (ICA, do inglés Independent Compo-
nent Analysis). Em ICA, parte-se da premissa de que o
nimero de misturas € igual ao nimero de fontes e que
as fontes sdo estatisticamente independentes e prove-
nientes de uma distribuicdo ndo Gaussiana. Sob estas
codigdes, a recuperagdo das fontes pode ser dada por
uma matriz capaz de prover sinais estatisticamente in-
dependentes [1].

Ao longo do tempo, diversas métricas foram pro-
postas com o objetivo de implementar a ideia de
ICA. Dentre elas, destacam-se o critério Infomax e o
critério de Maxima Verossimilhanca. Com base nestes
critérios € possivel estabelecer algumas relagdes inte-
ressantes entre o critério de norma ¢, e a distribui¢ao
do sinal s[n] através da distribui¢do da Gaussiana ge-
neralizada.

Critérios Infomax e de Maxima Verossimi-
lhanca

O critério Infomax [5] empregado na Separacdo de
Fontes tem sua origem no campo das redes neurais ar-

tificiais [1]. Este critério aplica funcdes ndo-lineares
nas saidas do sistema separador W, um sistema com
multiplas entradas e miultiplas saidas, originando os
sinais z;[n],i = 1,2,... N, onde N denota o nimero
de canais combinados:

zi[n] = fi(yiln]). (6)

As fungdes ndo-lineares f;(.), ¢ = 1,...N tém por
finalidade limitar a entropia das saidas do sistema
separador e devem ser monotonicamente crescentes,
com fi(—oo0) =0e fi(oc0) =1, Vi.

Assim sendo, os seguintes vetores sao definidos:

5= [siln] saln] - swpal]”,
x = [z1[n] x2[n] ... xN[nuf ,
7z = [zl[n] z9[n] ... ZN[TL]] .

O critério Infomax busca maximizar a informacgéo
mutua [7] entre os sinais X € z:

max I(x;2z), (7

Na auséncia de ruido, a maximizacao da informacao
mutua € equivalente a maximiza¢do da entropia con-
junta das saidas do sistema separador, a qual ¢ dada

por [1]: N

H(z) = H(x)+E[ Y log(f/(wix)) | +log(|det(W)).
=1
(®)

Como a entropia conjunta das misturas H(x) ndo
depende da matriz de separacdo W, o critério Infomax
resulta no seguinte problema de otimizacao:

N
max E[;zogm(wix))} + log(|det(W)])  (9)

onde f/(.) denota a derivada de f;(.) e w; denota a
i-ésima linha de W.

Diante das restricdes que as fungdes f;(.) devem
obedecer, uma escolha natural para tais fungdes sdo
as funcdes de densidade de probabilidade acumulada
das fontes, o que conduz ao critério de Maxima Veros-
similhanga apresentado em [8] e explicitado a seguir:

N

m\%XE[;log(psi(wiX)) + log(|det(W)]) (10)

Ambos os critérios podem ser adaptados para o
problema de desconvolugdo ndo-supervisionada, bas-
tando trocar a diversidade espacial das fontes pela di-
versidade temporal das amostras dos sinais. Deste
modo, a notagdo matemaética adotada passa a ser dada
por:



sin — N + 1]]T,

s = [s[n] sln—1] ... .
x=[z[n] z[n—1] ... z[n— N+ 1]]T ,
z=|z[n] z[n—1] ... 2[n—N+1]]",

e W passa a ser dada pela matriz de convolucio asso-
ciada ao filtro w[n].

Como a matriz de convolugdo é uma matriz tri-
angular inferior, com diagonal unitdria, temos que
det(W) = 1. Pelo fato de estarmos tratando um pro-
blema monocanal com sinais estaciondrios, temos que
A = f0) = o = fn() = () e pu()
Psy (1) = = psy(.) = ps(.), de modo que os
critérios (9) e (10) passam a ser escritos da seguinte
forma:

N
mV%x Jinfomaz(W) = mV%x E[;log(f'(wix))],
(1T)

N
max Jypr = max E{; log(ps(wix))}. (12)

Ao reescrever a funcdo de Maxima Verossimilhanga
em termos da divergéncia de Kullback-Leibler, como
em [1], este critério pode ser visto como um critério
de casamento de pdfs. Através do Teorema de Ben-
veniste, Goursat e Rouget, a desconvolucdo de um
sinal composto por amostras de varidveis aleatérias
iid. de uma distribuicio ndo Gaussiana pode ser
obtida através do casamento da pdf do sinal de entrada
s[n] com o sinal de saida do filtro de desconvolugéo
y[n]. Desta forma, o critério de Mdxima Verossimi-
lhanga poderia ser utilizado na desconvoluc¢do predi-
tiva de sinais com estas caracteristicas.

A aplicacgdo do critério de Maxima Verossimilhanca
requer o conhecimento a priori das distribui¢des de
probabilidade dos sinais de entrada. No entanto, diver-
sas pdfs com aplicagdes em cendrios reais, tais como
as distribui¢des Laplaciana, Gaussiana e uniforme, po-
dem ser unificadas na distribuicdo de probabilidade
Gaussiana generalizada [4], cuja equacdo é dada a

seguir:
s — uly?
= Le_( « )
2aT'(1/5) '

ps(s) (13)

onde o parametro « controla a sua dispersdo, o
pardmetro (3 define a sua forma e ambos se relacionam
através de o = BE[|s|%]. Utilizando (13) em (12)
e considerando um sinal de entrada de média nula

(1 = 0) e varidncia unitdria (o = v/2), obtemos:

Jur(W) = E[in(ps(Wx))] =

A
=l o) )]
"\2ar(1/8)° (14)
B
=& srizm)
"\2ar(1/8)
Consequentemente, o seguinte problema de
otimizacdo pode ser formulado:

_lylﬁ}
ab 1’

— B — mi B
mV%XJML(W) —mV%X—|y| —n‘%n\y| (15)
Em termos gerais, este resultado mostra o nosso in-
teresse de utilizar valores de p menores do que 2 para
distribui¢des com valor de 5 menor do que 2 e valores
de p maiores do que 2 para distribui¢des com valor de
£ maior do que 2. Em lados opostos, vemos o inte-
resse do uso da norma ¢; para sinais com distribui¢des
esparsas (uma vez que 5 = 1 recai na distribui¢do de
Laplace) e o uso da norma /., para sinais com dis-
tribui¢des uniformes (uma vez que 5 = oo recai na
distribui¢@o uniforme).

Resultados

Nesta se¢@o iremos investigar a posicao dos zeros do
filtro de erro de predicdo 6timo para dois casos duais:
a minimizagdo da norma ¢; do erro de predigcdo para
sinais esparsos e a minimiza¢éo da norma ¢, do erro
de predi¢do para sinais uniformemente distribuidos de
um alfabeto finito. Para termos de comparagao, tam-
bém sdo obtidos os zeros do filtro de desconvolugdo
para os mesmos casos em um contexto supervisiona-
do.

Os sinais esparsos foram gerados segundo uma dis-
tribui¢do de Bernoulli, com Pr(s[n] = 1) = 0.02.
Para os sinais com distribui¢do uniforme, foi adotado
um alfabeto bindrio com s[n] = £1. Os experimentos
foram realizados para os trés casos tipicos de canais:
fase minima Hi(z) = 1 + 0.527! + 0.3272; fase
mista Ho(z) = 0.5 + 127! + 0.3272; fase maxima
H3(z) =1+ 15271 +1.8272

Para o caso supervisionado, foi utilizado um filtro
de desconvolugdo com dois coeficientes W (z) = wo+
w2z apos a adaptacdo de wg e wy, os filtros obtidos
foram normalizados no valor do primeiro coeficiente
(wp), apenas para fins de comparacdo. J4 para o caso
ndo-supervisionado, foi utilizado um FEP com apenas
um coeficiente, ou seja, W (z) = 1 — w2z~ 1.

Um ponto bastante relevante do caso supervisiona-
do é quanto ao atraso 6timo para o sinal de referén-
cia: atraso zero para o canal de fase minima, atraso de



uma amostra para o canal de fase mista e atraso de trés
amostras para o canal de fase maxima.

Os coeficientes dos filtros obtidos com a minimiza-
¢do da norma ¢; foram ajustados através do algoritmo
LMS (do inglés, least mean squares) sinal do erro [9],
enquanto que os coeficientes do filtro obtidos com a
minimizag¢do da norma /., foram otimizados através
da meta-heuristica populacional de evolucdo diferen-
cial [10].

A tabela 1 apresenta os filtros obtidos através das
normas {1 e {, dentro do contexto supervisionado e
nao-supervisionado.

Tabela 1 — Filtros de desconvolugdo obtidos no con-
texto supervisionado e ndo-supervisionado.

Supervisionado Nao-supervisionado
Canal de fase minima

Wi(z) =1-0.49972"1  Wi(z) =1-0.52"1

Woo(2) =1 —10.50002"1 We(z) =1-0.5z""1

Canal de fase mista

Wi(z) =1-0.29932"1  Wi(z) =1-0.3271

Woo(2) =1—-0.2997271 W (z) =1-0.3z7"1
Canal de fase maxima

Wi(z) =1—1.49692"1  Wi(z) =1-1.22"1

Woo(2) =1 —1.48852"1 W (z)=1-1.2z7"1

Da tabela apresentada € possivel observar trés resul-
tados interessantes:

e Os zeros obtidos no contexto supervisionado e
nao-supervisionado sdo préximos, sobretudo para
os canais de fase minima e mista. Ja para o caso
de fase maxima, a diferenca observada na posi¢ao
dos zeros dos filtros se deve, possivelmente, as
diferentes estruturas adotadas.

e Os filtros obtidos com a minimiza¢do da norma
£1 em um ambiente esparso s30 0s mesmos que 0s
obtidos com a minimizac¢do da norma /., em um
ambiente com sinais uniformemente distribuidos
de um alfabeto finito. Este resultado, em particu-
lar, ilustra a relacdo de dualidade entre as normas
¢, com as distribui¢des do sinal original, sendo
que um sinal esparso pode ser visto como o dual
de um sinal uniformemente distribuido, levando-
se em consideracdo os limites da distribuicao da
Gaussiana generalizada.

e Asnormas /1 e £, permitem obter filtros de erro
de predi¢do com zeros fora do circulo de raio
unitdrio, como elucidado pelo experimento com o
canal de fase maxima. Tais normas, portanto, t€m
a potencialidade de conduzir a desconvolucdo em
canais de fase arbitrdria.

Conclusoes

Neste trabalho, o critério de Maxima Verossimilhanca
para a desconvolu¢do nao-supervisionada foi obtido
como um caso particular do critério Infomax, explo-
rando, deste modo, a relagdo entre os problemas de
desconvolucdo e Separacao Cega de Fontes.

Diante dos resultados apresentados, a partir do es-
timador de Mdxima Verossimilhanga, estabelecemos
uma relagdo entre as normas ¢, e as distribui¢des
Gaussianas generalizadas. Desta forma, chega-se a
escolha mais adequada da norma a ser empregada na
desconvolugdo preditiva.

Finalmente, mostramos que as normas £, com p #
2 apresentaram a potencialidade de lidar com canais
de fase ndo minima, sendo que este fato serd melhor
investigado em trabalhos futuros.
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